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В статье на основе опытных данных оценивается величина влияния вертикальной 
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В геодезическом производстве встречаются случаи, когда требуется 

выполнить нивелирные работы в зимних условиях: при проложении высотных 

ходов в заболоченной местности или при работе на строительной площадке. В 

предыдущих наших исследованиях [1-4] мы пришли к выводу, что 

тригонометрическое нивелирование короткими (50 – 300 м) лучами вполне 

может конкурировать по точности с геометрическим нивелированием III – IV 

классов, при этом длина визирного луча может быть увеличена в два раза. Тем 

не менее, влияние вертикальной рефракции может заметно искажать 
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результаты тригонометрического нивелирования [5]. Например, в летний 

период, результаты одностороннего тригонометрического нивелирования при 

визировании на расстоянии 400 м могут содержать систематическую ошибку 

Δ=-40 мм [6]. Из работы [7] известно, что зимой, в момент касания солнцем 

горизонта, коэффициенты рефракции, полученные из двухсторонних 

наблюдений на линиях длиной 200 м и 762 м, могут соответственно достигать 

значений +6,92 и +2,11. Однако в исследованиях [8, 9] делаются выводы, о том, 

что не следует производить измерения в течение 1,5-2 часов после восхода и до 

захода солнца.  В этой связи наибольший интерес представляет характер 

влияния вертикальной рефракции на результаты тригонометрического 

нивелирования в дневной период зимой. Для исследования этого вопроса мы 

провели полевой эксперимент в городе Новосибирске, 16 января 2014г, при    

t=-3˚C и переменной облачности. 

В ходе эксперимента на расстоянии 170 м друг от друга были установлены 

два штатива с трегерами и адаптерами. Ножки штативов плотно вдавливались в 

мерзлый грунт и присыпались снегом. В дальнейшем 

стабильность штатива подтвердилась неподвижностью 

пузырька электронного уровня тахеометра. 

Между верхними частями адаптеров было измерено 

превышение путем проложения хода геометрического 

нивелирования с использованием цифрового нивелира   

DiNi0.3 и комплекта инварных реек. Короткая рейка 

(1 м) устанавливалась непосредственно на адаптер, как 

показано на рис. 1.  Превышение определялось до и 

после основной части опыта (табл. 1). 

В дальнейшем на один из адаптеров был установлен 

отражатель, а другой заменен электронным тахеометром 

Leica TS-02. В течение часа непрерывно выполнялись 

односторонние измерения превышения (1 серия), затем с 

перерывом в полчаса была выполнена вторая серия 

наблюдений продолжительностью 30 минут. После 

этого, тахеометр и адаптер с отражателем менялись 

местами, и производилась третья серия измерений 

продолжительностью 30 минут. 

 

Таблица 1 

Результаты геометрического нивелирования 

Ход h, мм hср, мм Время 

Прямо -3970,13 
-3970,47 

12:30 

Обратно +3970,81 15:50 

Δ, мм -0,68   

 

 

Рис. 1. Постановка 

рейки на адаптер 
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Если принять среднее значение превышения из прямого и обратного ходов 

геометрического нивелирования hср за истинную величину, то возможно найти 

ошибку каждого измеренного тахеометром превышения: 

 

Δ = hТ i – hср ,                                                                                  (1) 

 

где hТ i  – значение превышения из тригонометрического нивелирования, 

измеренного полным приемом (при КЛ и КП); hср =3970,47 мм – значение 

превышения из геометрического нивелирования. Найденные отклонения 

представлены в графической форме на рис. 2 (а, б, в – для 1, 2, 3 серий 

измерений соответственно). 

Из графиков на рис. 2 видно, что в зимний период, при прохождении 

визирного луча над снежным покровом на высоте  0,7 ÷ 2 м, превышения из 

односторонних наблюдений в основном больше истинного значения на 1 – 3 мм 

(1,2 – 3,6ʹʹ). Лишь в период с 13:40 – 14:00 превышения оказались меньше 

истинного значения на ~1ʹʹ. На рис.2 также представлены линии тренда, 

полученные путем аппроксимации графиков с применением полиномиальной 

функции 6-ой степени. Линии тренда имеют волнообразный характер, с 

различной частотой и амплитудой, что по видимому соответствует изменению 

метеорологических условий (особенно в погоду с переменной облачностью). 

В автореферате [9] представлены графики ошибок зенитных расстояний 

измеренных зимой на линиях длиной от 100 до 300 м. Для линии длиной 200 м 

ошибки с 11 до 16 часов увеличиваются с 3ʹʹ до 6ʹʹ. Из результатов работы [9] и 

графиков (рис.2), следует, что зимой измеренные превышения больше 

истинных на величины  ~1ʹʹ ÷ 5ʹʹ (для d≈200 м), в зависимости от времени дня и 

местных условий. 

В табл. 2 представлены результаты тригонометрического нивелирования 

по трем сериям измерений с учетом поправки за кривизну Земли (hЗЕМ). 

Средняя квадратическая ошибка (СКО)  mвнутр, найденная по формуле Бесселя 

по всем измерениям внутри серии, содержит ошибку, вызванную изменением 

рефракции с течением времени, так как серия выполняется за период 

продолжительностью 0,5–1 часа. 

Для того, чтобы оценить случайное влияние рефракции (   р    

воспользуемся формулой [10]: 

 

   р  =   внутр  
2 –     и

2  ,                                              (2) 

 

где mвнутр   – СКО измерения зенитного расстояния, найденная по формуле 

Бесселя (по внутренней сходимости);  mz и – инструментальная СКО измерения 

зенитного расстояния, найденная по формуле (3). 



 

Рис. 2. Графики отклонений превышений из одностороннего тригонометрического нивелирования  

от превышения из геометрического нивелирования 



 

Таблица 2 

Результаты одностороннего тригонометрического нивелирования 

№  

точки 

Количество 

приемов, n 

hЗЕМ, 

мм 

Δ = hЗЕМ – hИСТ, 

мм 

Время 

измерений 

(местное) 

Δh = hmax  – hmin, 

мм / ʹʹ 

mВНУТР 

мм / ʹʹ 

Т.1 72 -3 970,2 +0,3 12:59 – 14:03 4,2 / 5,1 0,9 / 1,1 

Т.1 33 -3 969,5 +1,0 14:32 – 15:02 4,8 / 5,8 1,1 / 1,3 

Т.2 31 +3 971,4 +0,9 15:16 – 15:42 4,3 / 5,2 0,9 / 1,1 

 

Пренебрегая изменением рефракции за промежуток времени между 

соседними измерениями, инструментальная ошибка может быть вычислена 

по формуле: 

 

   и  =  
   2 

2 (  – 1)
   ,                                                  (3) 

 

где d – разность между значениями превышений из смежных приемов; n – 

число измерений. 

Значения ошибок, найденные по формулам (2), (3) представлены в 

табл.3. 

 

Таблица 3 

Результаты оценки точности тригонометрического нивелирования, мм 

№ серии 
Количество 

приемов, n 
mвнутр *mист mz и mz р 

1 72 0,92 0,95 0,61 0,69 

2 33 1,15 1,15 0,97 0,61 

3 31 0,91 1,32 0,95 0,91 

* mист  –  СКО вычисленная по отклонениям из данных геометрического  

нивелирования 

 

Из табл.3 видно, что СКО  измерения превышения в зимних условиях не 

превосходит 1,5 мм (1,8ʹʹ) для d = 170 м, а ошибка случайного влияния 

рефракции не превышает 0,9 мм (1,1ʹʹ), что согласуется с данными статьи 

[10]. 

Используя средние по серии значения зенитных расстояний, были 

вычислены коэффициенты рефракции k (по известным формулам из [11]) и 

соответствующие им ошибки зенитных расстояний δz (табл. 4). 

 



 

 

Таблица 4 

Опытные значения коэффициентов рефракции 

 k 
δz, 

ʹʹ 

С точки Т.1 

(1 серия) 
+0,09 +0,3 

С точки Т.1 

(2 серия) 
+0,41 +1,1 

С точки Т.2 

(3 серия) 
+0,41 +1,1 

По взаимным наблюдениям +0,33 +0,9 

 

Значения коэффициентов рефракции, найденные по данным близких 

друг к другу по времени получасовых серий измерений согласуются между 

собой. Однако следует иметь ввиду, что точность определения 

коэффициентов рефракции на коротких линиях сильно зависит от точности 

превышения из геометрического нивелирования, при использовании 

формулы [11]: 

 

k = 1 –  
2 

 
2
 
   –  co   ,                                        (4) 

 

где R – радиус Земли (6371 км); h – превышение из геометрического 

нивелирования; d – расстояние между точками. Поэтому ошибки 

вычисленных коэффициентов рефракции сравнимы с их величинами. 

Значение превышения, вычисленное по результатам неодновременных  

двухсторонних измерений     hТ = 3970,62 мм, отличается от результатов 

геометрического нивелирования (табл.1) всего на 0,15 мм. 

По результатам выполненных исследований можно сделать выводы: 

1. В зимний период, измеренные методом тригонометрического 

нивелирования превышения, как правило, имеют положительные ошибки. 

2. Значения коэффициентов рефракции в зимний период (исключая 1,5 – 

2 часа близкие к восходу и заходу солнца) незначительно отличаются от 

значения полученного Гауссом (k=+0,13), в отличие от летнего периода, и 

имеют знак «плюс». 

3. Тригонометрическое нивелирование, выполняемое в зимних условиях, 

может соответствовать по точности геометрическому нивелированию III – IV 

классов. При этом неодновременные двухсторонние наблюдения с 

несинхронностью 10 – 30 минут, в основном, свободны от систематического 

влияния рефракции. При нивелировании способом из середины можно 

увеличить  допуск на неравенство плеч, предложенный в статье [6], до 40 м. 
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